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Introduction

Ce dossier est le résultat d'un travail encadré de recherche au cours de ma
premiere année de master recherche a Clermont-Ferrand. Mon intérét pour
I’algebre et 'arithmétique m’ont tres vite conduis vers ce sujet qui interpelle
par I’éloignement entre la simplicité du résultat et les outils nécessaires a sa
démonstration.

Le sujet commence par l'observation intrigante d’un polynéme et des
questions qui s’en suivent. Prenons 'exemple du polynéme d’Euler f(X) =
X2+ X +41 qui est tel que f(n) est un nombre premier pourn = 0,1,2,...,39
(f(n) =41,43,47...,1523,1601).

Existe-t-il d’autres polynomes comme celui la? En faite on peut trouver
d’autres polynome de la forme X? + X + ¢ avec ¢ un nombre premier avec
la méme propriété, c’est a dire générant des nombres premiers pour X =
0,1...,qg — 2. Par exemple pour ¢ = 2,3,5,11,17,41 la propriété est vraie.
Cependant pour g = 7,13,19, 23, 29, elle est fausse.

Peut-on trouver un nombre premier ¢ > 41 ayant cette propriété? Les
nombres premiers vérifiant cette propriété sont-ils en nombre fini? Si oui
quel est le plus grand ?

C’est a ces questions que va répondre mon projet.

Ce n’est qu’a la derniere section qu’on démontre que le résultat dépend
du nombre de classe des corps quadratiques imaginaires, expliquant ainsi le
cheminement du dossier.



1 Préliminaires

Soit 'extension K = Q[v/d] avec d un entier relatif sans facteurs carrés.
L’anneau des entiers A de K est ’ensemble des éléments de K qui sont racines
d’un polynéme unitaire de Z. On rappel que si d = 2 ou 3[4], alors (1,/d) est
une Z-base de A et le discriminant de K est 0 = 4d. Dans le cas ou d = 1[4],

alors (1, %3) est une Z-base de A et le discriminant de K est § = d.

Théoréme 1. Soit lextension quadratique K = Q[vd] avec d un entier
relatif sans facteurs carrés. Soit A l'anneau des entiers de K. Soit I un
l’idéal fractionnaire de A. On a alors la décomposition unique de I en facteur

drdéaux premiers :
T
=11
i=1

avec si I = Ap, pour p un nombre premier :

T

2= Zeifi

i=1

Ou f; est un entier correspondant a la dimension de A/P; vu comme espace
vectoriel sur Z/pZ.

Théoreme 2. Soit I un idéal d’un anneau A. I est le produit de deuz idéauz
premiers si et seulement si A/l est le produit de deuz corps.

Théoréme 3. Soit [ un idéal d’un anneau A. I est le carré d’un idéal pre-
mier si et seulement si A/1 a des éléments nilpotents.

2 Décomposition des nombres premiers dans
un corps quadratique

2.1 Symbole de Legendre

Soit l'extension quadratique K = Q[\/c_l] avec d un entier relatif sans
facteurs carrés. Soit A 'anneau des entiers de K. Soit p un nombre premier
impair de Z. Etudions la décomposition de I'idéal principal Ap en facteurs
d’idéaux premiers.

On a déja :

q
Ap = H P avec P; des idéaux premiers de A
i=1
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Avec :
q

Zeifi =2

i=1
On a donc 3 cas possibles :
l.g=1e1=1, f1=2:

Ap=P on dit que p est inerte (1)

2.g=1,e,=2 fi=1:
Ap = P? on dit que p est ramifié (2)

3.gq=2,e1=1, fi=1":
Ap = PP, Py # P, , on dit que p est décomposé (3)

Etudions la forme de A /Ap en fonction de p un nombre premier impair.
Prenons d = 1[4], on a A = Z—i—Z%a ,soit a € A, a = a+b1+2‘/a, a, b e .
Si b est pair, a:a+g+g\/c_l€Z+Z\/E
sinon a = a + (b—HD)%a =a+ % + %\/ﬁ modulo Ap.

Dot : A/Ap = 7 + Z/d/Ap.

Pour d = 2[4] ou d = 3[4], on a directement : A/Ap = Z + Z+/d/Ap.

Ainsi on obtient : A/Ap = 7 + Z~/d/Ap pour toutes valeur de d.

Or Z + Z+/d = 7Z[X]/(X? — d), ce qui nous donne :
AfAp = (Z[X]/(X? — d))/Ap = (Z[X]/(p))/(X* — d) = (F,[X])/(X* — d)

On a donc :
d est un carré non-nul X2 — d se décompose en (X + Vd)(X — Vd)
d est nul = ¢ X? —d devient X?
d n’est pas nul et n’est pas un carré X2 — d est irréductible
X? —d se décompose en (X + \/67) (X — \/c_i) A/Ap est le produit de deux corps
= ¢ X?—d devient X? = ¢ A/Ap a des éléments nilpotents
X? — d est irréductible A/Ap est un corps

p est décomposé
= ¢ p est ramifié (4)
p est inerte

Pour plus de clarté, on introduit le symbole de Legendre définie par :
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) = 1 si d est un carré non-nul modulo p
) =0 si p divise d
— (£) = —1 sinon

Théoreme 4. Soit K = Q[\/;l] une extension quadratique, soit p un nombre
premier impair de Z. alors :

1. (%) =1 <& p est décomposé

) = —1< p est inerte

) =0 < p est ramifié

Tl DI

Démonstration. D’apres (4) On a déja les implications (=). Soit P = Q une
des implications du théoreme. Si P n’est pas vérifiées, c’est forcément une
des deux autres qui l'est, ce qui implique par le théoreme la négation de Q.
Donc |P =10Q.

Ce qui donne par contraposé : Q = P. n

On admettra les resultats suivant :

— 2 est ramifié si et seuleument si d = 2 ou 3[4]
— 2 est inerte si et seuleument si d = 58]

— 2 est décomposé si et seuleument si d = 1[8]

2.2 Générateurs des idéaux premiers de la décomposi-

tion de Ap
Lemme 1. Soit [ = (x1,z9,...,2,) un idéal de A, l'anneau des entier de
K. Ona:

pged(zi,z) =1 = I=A
Démonstration. En effet :
pgcd(z;,z;) =1 = da,b e Ztels que az; + br; =1

Donc 1 €1 ,donc I = A. n

Pour p inerte : Ap = (p, pV/d).
En effet A =7+ Z+vd = (1,V/d)



Pour p décomposé : Ap = (p,a + Vd)(p,a — V/d), avec d = a?[p] et
1<a<p-1.
En effet (p,a + Vd)(p,a — Vd) = (p*, pa+ pVd,pa — pV/d,a* — d). Or :

a’?—d

d=ad’lp] = pld*—-d = €Z

Donc (p?, pa+ pvd, pa — pVd, a* — d) = Ap(p,a+ Vd,a — Vd, 1),
Comme a +Vd+a—+Vd =21, Ona: (pa+Vda—Vd 24 =

p
p,a+\/c_l,a—\/_,“2_d,2a,maispgcdp,Qa =1lcarp # 2et a<pdou
p

(p,a+Vd, a—+4d, a2p_d,2a) = A et ApA = Ap.
Donc on a bien Ap = (p,a++/d)(p, a —v/d). Si 'un des facteurs vaut A alors
lautre aussi. En effet, si (p,a + \/E) = A, il suffit de vérifier qu’il existe a
et B de Z tel que ap + B(a — Vd) =1, ie. ap+ Bla+Vd) =1+ 26Vd , ce
qui est évident car (p,a + \/E) = A. Donc Ap est un produit de deux idéaux
différents de A, donc ils sont premiers. La décomposition en idéaux premiers
étant unique , on a bien Ap = P, Py avec P; = (p,a++/d) et P, = (p,a—+/d)
distincts.

Pour p ramifié : Ap = (p,Vd)>.
En effet soit P = (p,Vd), P? = (p*,pVd,d). Or p ramifié équivalent a p
divise d. D’ou P? = Ap(p, Vi, %), or comme d n’a pas de facteurs carrés, p
n’apparait quune seul fois dans sa décomposition en facteurs premiers, et
comme p est premier on a pged(p, %) = 1. Donc P? = Ap(p, Vd, ]%) = ApA =
Ap

Remarque : Si d = 1[4] et (;‘—f) # —1 alors il existe un entier b,
0<b<p—1, tel que p divise N(b—i—%a).

En effet si (g) # —1, il existe un idéal premier P qui divise Ap, ou
P = (p,a++/d),avec 0 <a<p—1 (si (%) = 0 alors a = 0).

Or a+\/E:a—1—|—2%E. D’ou :

1++d 1+Vd
9

(p7a+\/a):(pa(a_1)+2 ):(p>l(a'_1)+ 2

)
avec 2] = 1[p].

L) (g4 1Y)

avec b = l(a — 1)[p]. Ainsi 0 < b <p—1et Ab+ %ﬁ) C P donc N(P)
divise N (b + %3) Comme p divise N(P), alors p divise N(b+ %8)

(p,a—i—\/g):(p,l(a—l)—l—
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3 Finitude du groupe des classes d’idéaux

3.1 Théoreme de Minkowski

Commencons tout d’abord a définir quelques notions, ainsi qu’'un théo-
reme que nous ne démontrerons pas.

Définition 1. On appele sous-groupe discret de R™, un sous-groupe additif
H de R™ qui vérifie : pour tout compact K C R*, HN K est fini.

Un exemple simple est Z" (r < n).

Théoreme 5. Soit H un sous-groupe discret de R™, alors H est engendré
(comme Z-module) par r vecteurs linéairement indépendants sur R (r <n).
On dit alors que H est de rang r.

Définition 2. Un sous-groupe discret de R™ de rang n est appelé un réseau
de R™ .

Nous noterons p la mesure de Lebesgue dans R™. Ainsi pout toute partie
intégrable S de R™, u(.S) désigne son volume.

Soit H un réseau de R™ de base e = (eq, €, ..., €,), alors tout point x de
R™ s’écrit

n
T = Z Ai€; avec \; € R
i=1

=T = Z[)‘i]ei + Z(/\Z — [\i)es avec \; € R
' i=1

=1
:>x:h+2aiei avec 0 < a; <lethe H

=1

On définit P, le parallélotope semi-ouvert :

Pez{Zaiei\Ogai<1}

i=1
Ainsi :
=x=h+ g avec rg € P, et he H

On dit que P, est un domaine fondamental pour H car tout point de R" est
congru modulo H a un unique point de P..
On en déduit :

R" est la réunion disjointe des h + P.(h € H) (5)



Lemme 2. Le volume u(P,) est indépendant de la base e choisie pour H.

Ainsi u(P,) est appelé volume du réseau H.
On rappele que comme g est une mesure, pour I et J deux ensembles inté-
grables de R" on a :

INJ=0 = wlIUJ)=p)+ u(J)

Théoréme 6. (Minkowski). Soit H un réseau de R™ et S un sous-ensemble
intégrable de R™ tels que pu(S) > v(H). Alors il existe deux éléments x, y € S
distincts tels que x —y € H.

Démonstration. Soit e = (eq,es,...,e,) une Z-Base de H et P, le parallélo-
tope semi-ouvert défini précédement.

On déduit de (5) que S est la réunion disjointe des SN (h+ P.)(h € H)
D’ou :

u(S) =Y u(SN(h+F))

heH

Or p est invariante par translation donc on a :
u(SN(h+F)) = pu((S—h)NF)

Donc :

p(8) = Y u((S - )N P)

heH

Or chaque ensemble (S — h) N P, est contenu dans P,, donc sa réunion aussi,
d’ou :
(Unen((S —h)NF)) < P

Donc si les ensembles (S — h) N P, sont deux a deux disjoints on a la contra-
diction suivante :

uH) = p(P.) < p(S) =Y p((S=h)NP.) = p(Unen((S—h)NF.)) < u(P.)

heH

Donc les ensembles (S — k) N P, ne sont pas deux a deux disjoints, donc il
existe h et b’ distincts de H tels que (S —h)N (S —h)N P, # ). On a donc
deux éléments z et y de S tels que :

r—h=y-h&er—y=h—-heH

Avec x # y car h £ h' . ]
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Lemme 3. Soit H un réseau de R™ et S une partie intégrable, symétrique par
rapport a 0 et conveze de R™ tels que p(S) > 2"v(H). Alors HN S contient
un point autre que 0.

Démonstration. Soit S = £5. O a pu(S") = 5-4(S) car on se trouve dans R™.

Donc p(S") > v(H). On applique donc le théoreme 1 a S’. Alors il existe

z et y distincts de S’ tels que v —y € H. Dot h =z —y = (22 — 2y) est
un point de S, car S est symétrique et convexe, qui réponds a la question.

0

Corollaire 1. Soit H un réseau de R™ et S une partie intégrable, compact,
symétrique par rapport a 0 et convere de R™ tels que u(S) > 2"v(H). Alors
H NS contient un point autre que 0.

Démonstration. On pose Se = (1 +¢€)S. On a bien p(S.) > u(S) > 2"v(H)
donc on applique le Lemme 3 & S..

On pose H' = H — {0} donc H' N S, est non-vide, compact et discret.
Donc Neso(H' N'S,) est aussi non-vide.

Soit h € Neso(H' N Se, h #0, h € H et h € NesoSe. Or Ne=gSe = S car S
est compact donc h réponds a la question. n

3.2 Plongement canonique d’un corps quadratique

Soit K = Q[v/d] (d sans facteur premier), le polynome minimal de o dans
K sur Q a exactement deux racines distinctes, z; et x5, dans C, donc on
peut définir deux isomorphismes distincts oy et oy définis par o1 (z) = =1 et
oo(z) = 9.

D’ou :

o1 = identité et o9(z) =

avec pour £ = a + b/d, T = a — Vd (ce qui étend la notion de conjugué de
C aR)

Soit a : C — C le passage au nombre complexe conjugué. On a :
aoo0; =0, avec (i = j < 0; C R)

Si R est ’ensemble des isomorphismes o; qui vérifie o; C R, on note r;
son cardinal. Si 7 est le nombre d’isomorphisme o; qui ne sont pas dans R
alors 1 est pair. En effet soit 0, ¢ R avec a 0 0; = 0j, i # j, alors comme
ao0; =0; on a bien ; ¢ R. On note r, = %r.

On a ry 4+ 2ry = 2, ce qui donne deux cas possible : le cas d'une extension
imaginaire (i.e. d < 0), ot 7 = 0 et 75 = 1, et le cas réel (i.e. d > 0), ou
r1=2c¢etry =0.
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Ainsi on défini o de la fagon suivante :
— Dans le cas réel :
o(x) = (o1(z), 09(x)) € R?
— Dans le cas imaginaire :
o(x) = (o1(z)) € C
Qu’on identifira souvent a :
o(z) = (Re(o1(2)), Im(o1(2))) € R?

Ou Re et Im désignent la partie réelle et la partie imaginaire.

Nous appellerons o le plongement canonique de K dans R2.

Proposition 1. Soient 0 le discriminant absolu de K, A son anneau des
entiers, et I un idéal entier non nul de A. Alors o(A) et o(I) sont des
réseaur de R? et on a : v(o(A)) =272 | § |V2 etv(o(I)) =272 | 6 |V/2 N(I)
Démonstration. Soit a = (a1, az) une base de A . La matrice dans les bases
a et canonique de R? a donc un determintant :

PG oo

Dans le cas réel : On choisissant la numérotation des o; on a o =
Identité et o9(x) = T pour tout x € K . on a donc :
~ Pour d =2 ou 3[4], « = (1,V/d) et 6 = 4d :

D =+(Vd+Vd) = +V4d = +Vs

— Pour d = 1[4], a = (1, 1+2\/3) et d=d:

D:i<1+2\/a+_1—;\/a>:i\/3:i\/5

Dot v(o(A)) =| D |= Vo

Dans le cas imaginaire: Ona (0y(x),02(z)) = (Re(z), Im(x)). Donc:
~ Pour d =2 ou 3[4], « = (1,/d) et 6 = 4d :

Dle\/Zi:Z\/|24d| :@\/2|(5|

— Pour d = 1[4], a = (1, 1+2\/&) et 0 =d:

Dzlxg:—i“gé‘
Dot v(o(A)) =| D |= 1/T5
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D’ott dans le cas général : v(o(A)) =272 | |/2

L’égalité v(o(I)) = 27" | & |2 N(I) se déduit du fait que la norme
N(I) = card(A/I) est I'indice de I dans A et que donc si (i1, 12) est une base
de [ on a:

det( o1(i) o1(ia) ) _ N(I)det< o1(ar) o1(az) )

02(i1) 02(i2) oa(ar) o2(az)

Définition de B;
On défini B, ’ensemble des

(Y1y o Yrys 21, - -+ 2ry) € R x C™

tels que :
T1

r2
Do lwl+2) 1zt
j=1

i=1
Il est clair que B; défini un ensemble convexe, compact et symétrique par
rapport a 0.

Dans le cas réel By = {(y1,12) € R? tq. |1 | + | y2 |< t}. D’ott le volume
de B; est laire du carré de coté tv/2. Donc :

u(By) = 2t*
Dans le cas imaginaire By = {z = a +ib € C tq. va? +b?> < t}. D'ou le

volume de B; est 'aire du disque de rayon ¢. Donc :

e
n(By) = ZtQ

Ce qui donne dans le cas général :

m\"2 1
B)=2"(3) 5t
p(By) 5) 9

3.3 Théoreme de Dirichlet

Proposition 2. Soient K un corps quadratique, m et ro les entiers définis
au début du paragraphe 2, & son discriminant absolu, et I un idéal entier non
nul de K. Alors I contient un élément non nul x tel que

| Niga(e) 1< ()75 16142 M) (6
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Démonstration. Soit o le plongement canonique de K dans R? (ou C identifié
a R? dans le cas imaginaire).

Choisissons t tel que p(B;) = 2%v(o(I)), c’est a dire :

m\"2 1
2?1(-) S| 5 (V2 N(T
5) 3 | 0| (1)

2\"2
2 _ gl-r2m1 (_) 1672 N(I)
T

N
12 = 2(—) 16112 N(I)

T
D’apres le Corollaire 1, il existe un élément x € I non nul, tel que o(x) € By.
Etudions la norme de x

— Dans le cas réel : N(z) = 2T = o1(x)0z(x).

Or:

o1(z)oa(x)

I
I
—~
Q
—
8
~
+
Q
[\
&
e
|
S
—
—~
=
|
Q
)
—~
=
e
SN——~

car o(x) € By
— Dans le cas imaginaire : N(z) =| o1(z) [%. Or :
2| o(x) <t
car o(x) € By
5 N@) =l o) P E

Ce qui donne dans le cas général :

t? A1
R s Y 1/2
N@) <7 =(2) 51872 N

]

Corollaire 2. Avec les mémes notations, toute classe d’idéauz de K contient
un tdéal entier J tel que

Ny < (3) 75 ape
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Démonstration. Soit I un idéal entier de la classe donnée. D’apres la Pro-
position 2, il existe x € I vérifiant (6). De plus I'idéal x1~! est entier. En
effet :
IYHY'l'={zeK|zl'cCA
& I={recK|xl"'soit entier }
= x€l,xl! est entier
On pose donc J = zI~! de la méme classe que I. On a bien N(I!) = S0}
(car N(A) = N(I)N(I71)).
Donc :

N() = NN = 8 < (2) 7D ja

O

Téoreme 7. Pour tout corps quadratique K, le groupe des classes d’idéaux
de K est fini.

Démonstration. En effet, on a vu qu’il existe un entier 6 tel que chaque classe
contient un idéal entier I de norme borné par 6. Il suffit donc de montrer
que le nombre d’idéaux entier de norme borné par 6 est fini, ou encore que
le nombre d’idéaux entier donc la norme est un entier donnée ¢ est fini.

Soit I un tel idéa. D’apres la définition, ¢ = card(A/I) et comme dans un
groupe, 'ordre d'un élément divise I'ordre du groupe, alors cl(q) = cl(gx 1) =
g x cl(1) =¢l(0) = I, donc ¢ € I. Donc I contient Aq avec Aq = Pyt ... P
dans la décomposition en nombre premier. Or il y a un nombre fini d’idéaux
qui contiennent Aq car si Aq C I, alors il existe J tel que Aq = IJ avec
comme décomposition possible pour I en idéaux premiers :

o <oy
[=pPYr . pYr avec :
o < ap
Ce qui laisse un nombre fini de possibilités.
Donc le nombre de classe est fini. O]

Définition 3. Un idéal I est dit normalisé si

N(I) < 6]

ORI
T 2] d[? pour d < 0

On utilisera # ainsi définie jusqu’a la fin du dossier.

avec
Lla|? pour d > 0
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4 Calcul du nombre de classes

4.1 Idéaux primitifs du groupe des classes

Définition 4. Un idéal I est appelé primatif s’il n’existe pas de nombre pre-
mier p tel que Ap divise I. On Note &2 [’ensemble des Idéauzr normalisés
primitifs.

Soit I € &2 on a :

N(I) = H r H pe(p)

r ramifié p décomposé

En effet pour tout p premier, Ap ne divise pas I donc I € Ap donc Ap
ne doit pas apparaitre dans la décomposition de I en idéaux premiers.

Donc si p est inerte alors Ap n’apparait pas, donc p ne divise pas N([).
Si p est ramifié, Ap = P? n’apparait pas donc si p divise N(I) i.e I C P alors
comme [ ¢ Ap = P? alors p® ne divise pas N(I). Si p est décomposé alors
Ap = P, P, n’apparait pas donc si [ C Py alors I € Py, donc I € P{ ®),

Montrons que chaque classe d’idéaux contient un idéal normalisé primitif.
En effet on sait déja que chaque classe contient un idéal normalisé . Or si [
n’est pas primitif, il existe un idéal J dans la méme classe tel quel = ApJ
avec N(J) < %N (I) donc par récurrence on peut démontrer qu'il existe
P1,P2 ... pr et un idéal K tels que I = Ap1Aps ... Ap, K avec K primitif, K
est dans la méme classe que [ et N(K) < N(I) donc K est normalisé.
Cela prouve une fois de plus que le nombre de classe est fini.

Dans la suite on note N(Z?) l'ensemble des N(I) avec I € & et h le
nombre de classes.

Théoréme 8. Soient mZ et

_{u—l—v\/a avec u,v € Z si d =2 ou 3[4]
" lautvvd avecu,v € Z,u=v[2] sid=1[4]

Alors, Aa est primitif avec N(Aa) = m si et seuleument si :

{ m =| u? — dv? |, pged(u,v) =1 sid=2 ou 3[4]
m = —'“ﬁdﬁl,pgcd(%,v) =1 sid=1[4]

On appelle cette écriture de m la représentation primitive de m.
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4.2 Premiers calculs

On remarque que pout tout [ € &, N(I) = 1, i.e. N(Z) = {1}, & est
réduit a A alors h = 1. On déduit de cela que pour [#] =1 alors h = 1.
Dans le cas réel 0 = %\/5, d’ou :

1
135\/3<2 & 4<5<16

avec 6 = 0 ou 1[4], donc ¢ € {4,5,8,9,12,13}. 4 et 9 ne correspondent pas
a une extension quadratique. Pour ¢ = 8 on a bien d = 2 = 2[4] avec donc
d = 4d. De méme pour § = 12 ot d = 3. Pour § = 5 on a bien d = 5 = 1[4]
avec donc 6 = d. De méme pour 6 = 13 ou d = 13.

Donc pour d € {2,3,5,13} , h = 1.

Dans le cas imaginaire, § < 0, 6 = %\/3, d’ou :

7T.2

4
avec 0 = 0 ou 1[4], donc § € {—3,—4,—-7,—8}. Pour § = —4 on a bien
d = —1 = 3[4] avec d = 4. De méme pour § = —8 ou d = —2. Pour § = —3
on a bien d = —3 = 1[4] avec d = §. De méme pour d = § = —7.

Donc pour d € {—1,-2,-3,-7} , h = 1.

> 6> —7?

Lemme 4. Si pour tout p < [0], p est inerte, alors h =1

Démonstration. En effet si pour tout p < [6], p est inerte, alors quel que soit
Ie Zona:

NOD<l= I » JI »®<

r ramifié p décomposé

or si r ramifié ou décomposé alors r > [f] donc N(I) =1, donc h =1
[

Recherche de tout les corps quadratiques imaginiares de nombre
de classe h = 1.

Le Théoreme 8 et le Lemme 4 vont nous aider pour le calcul de h. Notament
en vérifiant si les nombres premiers inférieurs a 6 sont inertes ou si les entiers
inférieurs a 6 ont une ecriture primitive. Etudions la methode sur I’exemple
suivant :

17



Prenons [0] = 2
Ona5<Oet0:% d, soit :

2§2\/5<3
T

—m2 >8> —ZW2

avec § = 0 ou 3[4], donc § € {—11,—-12, —15,—-16, —19, —20}. Pour 6 = —11
on a bien d = —11 = 1[4] avec donc § = d. De méme pour 6 = —15 ou
d=—15et 6 = —19 ou d = —19 . Pour § = —20 on a bien d = —5 = 3[4]
avec 0 = 4d.

Donc d € {-5, —11, —15, —19}.

Regardons le calcul de h pour les deux cas suivants :

— Pour d = —11. Comme —11 = 5[8] alors 2 est inerte et donc h = 1.

— Pour d = —5. Comme —5 = 3[8] alors 2 est ramifié, donc A2 = P2
Or 2 n’a pas d’ecriture primitive. En effet sinon 2 =| u? + 5v? | (car
d=—5=3[4]) dou u? = —5v® + 2, or —5v* + 2 = 2[5] donc u* = 2[5]
ce qui est impossible.

Donc il n’existe pas d’idéal principal primitif de norme 2. Comme
N(A2) = 4 = N(P)? alors N(P) = 2 et donc P n’est pas principal
donc h = 2.

Les travaux de Gauss ajoutent un critere pour exclure certains corps qua-
dratiques de la liste des corps quadratiques imaginaires de nombre de classe
h = 1. Cela permet, en allant jusqu'a [#] = 8, de trouver une liste de
6 corps quadratiques imaginaires de nombre de classe h = 1 (pour d =
—7,—11,-19,—-43, —67,—163). Il a été démontré qu’il n’en n’existe aucun
autre, notament grace au travaux de Heck, Deuring, Mordell et Heilbronn.

5 Théoreme Final

Théoréme 9. Soit ¢ un nombre premier et f,(X) = X*+ X +q. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

~ (1) ¢=2,3,5,11,17,41.

- (2) f,(n) est un nombre premier pour n =10,1,2...q— 2.

- (8) Q(v/1 —4q) a un nombre de classe h = 1.

Démonstration. L’implication 1 = 2 est une simple vérification.
Les équivalences entre 2 et 3 on été démontrées pour la premiere fois
pas Rabinovitch en 1912. 2 = 3 fut démontrée une fois de plus en 1936 par
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Lehmer. En 1974, Szekeres donna une nouvelle preuve de 3 = 2 ainsi que
Ayoub et Chowla en 1981 qui donnerent la preuve la plus simple.

L’implication 3 = 1 est une conséquence de la détermination de tous les
corps quadratiques imaginaires de nombre de classe h = 1.

2=3:

Soit d =1 —4¢ < 0, donc d = 1[4]. On peut supposer que q # 2 et q # 3,
car dans ce cas d = —7 ou —11, et on a déja vérifié que h = 1. On suppose
donc p > 5.

Pour prouver que h = 1, il suffit de montrer que tout nombre premier
p < 2y/| d| est inerte.

q est premier donc ¢ = 2t—1avect € N doncd =1—4qg=1—-4(2t—1) =
—8t 4+ 5 = 58], donc 2 est inerte.

Soit p < %\/| d | < +/| d|. Supposons que p n’est pas inerte.

Alors <%) # —1 donc il existe b € N, 0 < b < p — 1 tel que p divise

N(b+ %g) (Remarque section 2.2) d’ou p divise :

(b4 L0/ (p 4 1Y) = b+ 15
=0 +b+q= f,b)

Notons que b # p—1, en effet sinon p divise (p—1)*+p—1+q = p*+3p+q,
donc p divise ¢ donc p = ¢ < /| d| = /| 1 —4q |, donc ¢* < 4¢q — 1, soit
q = 2 ou 3, ce qui contredit les hypotheses.

Donc f,(b) est un nombre premier par hypothese, donc comme p divise

f,(b) alors p = f,(b). D'out

V1—4q>p= f(b) = f,(0) = ¢

1—4q > ¢

Implique une fois de plus ¢ = 2 ou 3, ce qui contredit les hypothese.

Donc p est inerte et donc h =1

3=1:
Avec d = 1 — 4q, si Q(v/d) a un nombre de classe h = 1 alors d =
—7,—11,—-19, —43, —67, —163 équivalent a ¢ = 2,3,5,11,17,41 O
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